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CAPITULO 3

FORMULACAO CONTINUA DO PROBLEMA

3.1 Problema Original de Multiplas Escalas

A Figura 3.1 mostra um exemplo de um meio poroso fibroso, composto de duas
fases: uma fase continua, W, que é o fluido em escoamento, e uma fase dispersa,
composta de fibras cilindricas circulares paralelas, de didmetro d. O fluido é
newtoniano, com densidade r e viscosidade mconstantes. As fibras que compdem a fase
dispersa sdo solidas e impermeaveis. O fluido em questdo escoa paralelamente ao feixe
de fibras, na direcéo do qual ndo ha forca de corpo. O escoamento € laminar, totalmente
desenvolvido e em regime permanente.

As sub-regifes do contorno externo do meio podem ser paredes G, e se¢Oes a
montante e a jusante, onde as pressoes constanteS Pmon € Pus SB0 Mantidas,

respectivamente. O fluido escoa devido a diferenca entre as pressdes a montante e a

jusante.
< L ﬂ‘
G\non Gb G‘]US
oo N\ ’ < \
9
O O @) escoamento
1 —> —> L
o o Mo
Xo W O O Prmon Pius

Figura 3.1 - Exemplo de um meio poroso fibroso.
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Neste exemplo, assm como em diversos outros casos que envolvem materiais
heterogéneos, a forca que governa o problema atua numa escala muito maior que a
microescala de poros, gréos ou fibras. Estes materiais muitas vezes possuem uma
microescala com caracteristicas bastante complexas, sendo praticamente impossivel
descrevé-los matematicamente (MEI & AURIAULT, 1989). Entretanto, na maior parte
dos casos de engenharia, é suficiente se conhecer as propriedades fisicas efetivas do
meio, como a condutividade térmica ou elétrica, 0 médulo de elasticidade ou a
permeabilidade.

Diversos estudos foram realizados com o objetivo de substituir o meio
heterogéneo por um meio homogéneo com propriedades fisicas efetivas de modo a se
obter o mesmo comportamento macroscopico. Este processo é chamado de
homogeneizacgao, e seu desenvolvimento teve inicio quando se percebeu que o problema
no meio heterogéneo poderia ser modelado por problemas desacoplados em meios de
escalas diferentes (AURIAULT, 1991). Ainda assm, a maior escala de periodicidade
estrutural é bem menor que a escala onde atuam as forgas governantes do problema
(MEI & AURIAULT, 1989). Casos como este sdo conhecidos como Problemas de
Mltiplas Escalas. Na Figura 3.1, percebe-se duas escalas distintas bem definidas: o
tamanho do meio poroso, L; e o didmetro das fibras, d, que sdo, respectivamente, a
macro e amicroescala.

No escoamento estudado nesta tese, a for¢a que governa o problema é agquela
originaria da diferenca de pressdes a montante e a jusante. A grandeza fisica de
interesse é a vazdo volumétrica que atravessa 0 meio poroso para uma determinada
diferenca de pressdes imposta. Para a sua determinacdo, € necessario se integrar o
complicado campo de velocidade local; a permeabilidade do meio na direcéo

longitudinal, k, € definida pelaLei de Darcy (Capitulo 2):

<u, >=- k< Npgig > (3.1)

m

orig
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onde u,,, € avelocidade loca do fluido, Nporig é o gradiente de pressdo local e < >

orig
denota na média volumétrica.

As equagdes governantes do problema sio as equagdes de conservagaéo de massa
e de quantidade de movimento linear, respectivamente

ﬂummj

fx;

=0 emW (3.2

em W,. (33)

As condigdes de contorno sdo de impenetrabilidade (velocidade normal nula) e de

escorregamento nulo nas paredes e nas superficies das fibras, ou sgja,

Uorigi = 0em G, (3.4)
e
uOrig,i = O em TIWC . (35)

As Equages (3.2) e (3.3), em virtude do escoamento ser somente na direcéo

longitudinal, tornam-se

ﬂumms

=0 emW (3.6)
x4
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em W.. (3.7)

Como o0 escoamento é totalmente desenvolvido, a equagdo de conservacdo de massa
(3.6) é identicamente satisfeita. Além disso, o gradiente de pressdes pode ser definido

como

oy __Dp (3.8)
dx, L

onde

DP = Pron - Pius (3.9)

(Pmon € Pjus €st&0 indicados na Figura 3.1). A Equagéo (3.7) torna-se entéo

é Tu,,sU
RER or.g,sa:_%emwc,jzl,z. (3.10)
e T g L

3.2 Homogeneizagéo

Em termos gerais, 0 método da homogeneizacdo (BENSOUSSAN, LIONS &
PAPANICOLAOU, 1978; AURIAULT, 1991) emprega média volumétrica para a
obtencdo de um modelo tipo mistura (ISHII, 1975) matematicamente rigoroso, para um
meio heterogéneo contendo microestrutura periddica. Uma definicdo forma pode ser

oferecida introduzindo-se trés tipos de problemas de valor de contorno (PVC), como a

Seguir.
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PVC-1
APu, = f emW (3.119)
Ue SUjeito a condicBes de contorno em W (3.11b)

Em (3.118), o dominio W é uma regido em IR" aberta, W € a
superficie do contorno de W em IR™, A® é um operador diferencia parcial
com variagdo periddica e coeficientes continuos, f : W® IR", m£n, éo
termo fonte e ue estd sujeito a condicBes de contorno de Dirichlet e/ou
Neumann em (3.11b). As escalas de comprimento do dominio W e dos
periodos sdo, respectivamente, L el ; o paréametro positivo e é arazdo destas

escalas, e é suposto pegueno,

e’ — «L (3.12)

O problema de valor de contorno PVC-1 é dito como possuindo
coeficientes que oscilam rapidamente.

C-2
Au, =f emW (3.13a)
Uy Sujeito a condicdes de contorno em W (3.13b)

O operador diferencia parcial A possui coeficientes constantes, ou

sga, A" éum operador homogéneo. Este problema de valor de contorno é
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conhecido como homogeneizado. As condi¢des de contorno aplicadas a uy

em (3.13b) sdo as mesmas aplicadas a u. em (3.11b).

C-3

AU, = € emW (3.14a)

u° sujeito a condicdes de contorno em TW"° (3.14b)

O dominio W, uma regizo em IR aberta, é uma célula periddica de
comprimento caracteristico | , ou sgja, com dimensdes proporcionaisal em
todas as n direcOes coordenadas. O operador diferencial parcia A pode

. .. ., . ~ C ~
possuir coeficientes constantes ou variaveis em W, e as funcbes u_ e f "sao

periddicas em |, ou sgja, sdo fungdes que admitem periodos G 1, G| IR,
na dire¢do x, j = 1, ..., n. Este problema de valor de contorno € chamado

problema da célula.

Uma definicdo formal do método € entdo apresentada em CRUZ (1997): “o
método da homogeneizacdo é uma técnica matematica rigorosa por meio da qual pode-
se substituir, no limite e ® 0, um problema de valor de contorno com coeficientes
variando rapidamente (tipo PVC-1), por um problema homogeneizado (tipo PVC-2),
cujos coeficientes sdo determinados pela solugdo de um problema da célula (tipo
PVC-3)". Apesar dos trés problemas serem, em gera, dificeis de se resolver
analiticamente, 0 método da homogeneizagcdo tem a vantagem de que problemas dos
tipos PV C-3 e PVC-2 sdo muito mais faceis de se resolver do que um problema do tipo
PVC-1, uma vez que este requer ndo somente O(1/e") graus de liberdade a mais, mas

também € muito mais rigido por possuir escalas muito diferentes (CRUZ, 1997).
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A elaboracdo de um modelo matemético para descrever um fendmeno fisico é
um caso tipico da investigacdo cientifica. Freqlentemente, este modelo leva a um
problema do tipo PVC-1, particularmente quando se esta trabalhando com sistemas
heterogéneos. A teoria da homogeneizagéo pode ser empregada para se resolver este
modelo. Com o objetivo de substituir o operador A° do PVC-1 pelo operador A" do
PVC-2, diversas técnicas matematicas podem ser utilizadas, como descrito em
BENSOUSSAN, LIONS & PAPANICOLAOU (1978). Nessa tese, sera utilizada a
expansdo assintética com multiplas escalas. a escala rapida, proporcional al ; e aescala
lenta, proporcional al.

O método da expansdo assintética € atrativo para problemas do tipo PV C-1 onde
ha uma separacdo natural das escalas de comprimento. O procedimento é entdo olhar
para a solucdo Ue = U(X), I IR, do problema PVC-1 na forma de uma expansio

assintética em termos do parametro positivo e :

U, =u, +eu, +e’u, +..., (3.15)

onde as fungdes u;, j = 1, ..., S30 agora as novas incognitas, tendo todas a mesma ordem
de magnitude. Inserindo a equagdo (3.15) em (3.11a) e (3.11b), e agrupando iguais
poténcias de e, um problema do tipo PVC-2 é obtido para u,, com condi¢cbes de
contorno dependentes daquelas prescritas para o0 problema origina. O resultado
principal do método, mostrado em BENSOUSSAN, LIONS & PAPANICOLAOU
(1978), é gue ue converge (em métricas apropriadas) para U, quando e® 0. A
construcdo analitica explicita do operador homogéneo A" é crucia para se resolver o
problema e requer a solugdo de um problema da célula periddica (tipo PVC-3). A
solucdo do problema da célula permite a determinagdo dos coeficientes apropriados de
A", Em geral, os problemas homogeneizado e da célula tém que ser resolvidos

numericamente.
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3.3 Aplicacédo da Teoria da Homogeneizagdo ao Problema Original

Nesta secdo, 0 método da homogeneizacdo € aplicado ao problema original.
Uma formulagdo variaciona do problema original é vantgjosa no desenvolvimento da
homogeneizacdo, para posterior aplicagdo do método dos elementos finitos. E

considerado o espago de fungdes X (W, )={wi H2(W, )}, contendo todas as fungdes que

se anulam nos contornos solidos de W, onde as condigdes de contorno de Dirichlet sdo
aplicadas, e podem ser quadrado-integradas em W, (ADAMS, 1975), bem como suas
derivadas.

No processo de homogeneizagdo, deve ser levado em conta o fato de que as
forcas de pressdo (lado direito da Equacdo (3.10)) sdo exercidas na macroescala
(proporciona a L ?), enquanto as forgas viscosas (lado esquerdo) sdo provenientes do
arrasto sobre as fibras e ocorrem na mesoescala (proporciona al ). Paraa aplicacdo da

teoria da homogeneizagdo ao problema, sdo introduzidas as seguintes grandezas

normalizadas:

u = % , (3.16a)
X' = % , (3.16b)
y' = Ii = Xg , (3.16¢)
o = % | (3.16d)

onde
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Dp! *

mL

U=

(3.16¢)

e Dp é dado pela Equagdo (3.8). A equagdo (3.10), com a introducdo das variaveis
normalizadas (3.16a), (3.16b), (3.16¢) e (3.16d), torna-se

ot 0

ez T el G temw,j=12 (3.17)
Tix; aTx; g

Multiplicando-se a equagéo (3.17) por v i X(W,), e integrando a equago resultante

em W, chega-se a

‘o )
ezqcvﬂ%g%gdx* =-Qudx "vioX(W,). (3.18)
i i )

dx’ =-gydx vl X(W,). (3.19)

Aplicando ao segundo termo da Equagéo (3.19) o teorema da divergéncia (SLATTERY,
1972; HILDEBRAND, 1976), tem-se que

2x v U’ Tu’ u’ Tu’

- ———dx +e’d v—n. ds+e’d) v—n ds+e’d v—n. ds +
Q % X Q, ) Q. ™ Q. ™
2\ ﬂu* — * n T
+e QNCVan dS—'Q/dX vl X(WC) (320)
j c
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Como v se anula nos limites de W; onde h& a condic&o de contorno de Dirichlet,

as integrais em W, e G, sdo entdo nulas. O mesmo ocorre com as integrais em Guon €

Gus, ViSto que em ambos os casos o gradiente da velocidade é ortogonal ao vetor n;.

Portanto,

- ezq fiv fu” dx’ —-ledx "vi o x(w,). (3.21)

‘Hx ‘Hx

Sd0 introduzidas agora as expansdes assintéticas de multiplas escaas
(BENSOUSSAN, LIONS & PAPNICOLAOQU, 1978; AURIAULT, 1991),

uxLy ) =u (XKL +eu (XLyT) +etu, (X,yT) +O(e®), (3.22)
V(XY ) =V (X Ly ) te vy (XLy) +ety,(xT,y") + Oe’). (3.23)

Deve-se notar que é necessario cuidado com o operador T aplicado a uma funcéo
x;
dotipo

F= ) =F(Xy): (3.24)

deve-se inicialmente tratar X ey como varidveis independentes e, subseqiientemente,

substituir y por X /e para se obter

ﬂ [F]_ﬂF IF 1ﬂF
X0 ety

(3.25)

SeF for expandidacomo F = Fo + e F1 + e2 F, + O(e ®), entdo de (3.25),
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LMD L L B L S B L +0(e?). (3.26)
ix; efy, I Ty Ty

1 IF]=
]
Combinando as equagtes (3.21), (3.22), (3.23) e (3.26), e retendo-se apenas
termos de ordem até e 3, tem-se
A . . .
Qimos Mo oM T oIzl 2T LT U,
T ey T Ty, Ty EETX e fy, T Ty

re M, X =-Q) (v, +ev, +e v, )ax " v,v,v, T X(W,) (3.27)
ﬂyj g ¢
Agrupando os termos em e ° da Equacéo (3.27) obtém-se
T Ty . N
-0 > —2dx =- g vkt v, T X(W). (3.28)
Q,C v, Ty Q,C 0 0 ( )

Para a formulagéo do problema da célula, seré considerado que a dependéncia funcional

de u, pode ser separada nas varidveisx ey, ou sga(AURIAULT & ADLER, 1995),

Uy (6y)=-Y(v).[- 1(x]]. (3.29)
Aplicando a Equacéo (3.29) em (3.28), chega-se a

IV Y oo s A
=02 _dx =¢Q v, dx v X(W.). (3.30)
Q,C T, Ty Q,C 0 0 ( )
A equacdo (3.30) pode agora ser transformada para uma célula periddica
utilizando-se a propriedade de periodicidade, provada em KELLER (1980) e
apresentada em CRUZ (1997):
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Qf(x,y) X = ¢ WLSQ/ (x y)dyudx (3.31)

° Q dy € a medida do volume total da céula periddica (cp). A Equagéo

(3.31) indicaque, quando e ® 0, aintegracdo de uma funcéo f em W pode ser calculada
como aintegral das médias de f nos periodos que compdem o meio. A célula periédica
Se torna apenas um ponto na macroescala. Aplicando a propriedade de periodicidade em
(3.30), obtém-se

N 1 é\ 1-[VO ﬂY *l;] * \ e U n n
Mo T gy gax’ =g —— dx Vol X(W.). (3.32)
QIC ch SQIP 1TyJ 1TyJ g | QQI i

Como as integrais s80 equivalentes para qualquer v, em X(W;), € vaida a igualdade

entre os termos integrandos, 10go

O arar & =y o "V v(w, ). (3.33)

cp

onde Y(Wp) € 0 espaco de todas as funches periddicas em | em ambas as diregdes e

com valor nulo no contorno das fibras. A Equacdo (3.33) € o problema da célula, que €

resolvido nessa tese numericamente pelo Método dos Elementos Finitos (Capitulo 4).
Sendo agora Y conhecida no dominio da célula periédica, pode-se calcular a

permeabilidade. Da equagdo de Darcy, tem-se que

Do (3.34)

u =K
° mL

Dp

Integrando a Equacéo (3.34) em W, lembrando que k, me T ndo variam ao longo do

dominio da mesoescala, tem-se que
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Qcp UO dy _r_nT|WCp .

(3.35)

Como up pode ser determinado a partir de Y, aplicando (3.29) em (3.35) e inserindo as
grandezas normalizadas (3.16a), (3.16b), (3.16c) e (3.16d), chega-se a formula final
para o calculo da permeabilidade,

1 *
k=——-0Q Ydy. 3.36
WYy (3.36)

cp

3.4 Macroescala

A grandeza fisica de interesse no problema da macroescala € a vazdo
volumétrica do fluido através do meio, para uma dada diferenca de pressdo imposta. Da
equacao de conservagdo de massa,

ﬂuma,i
fix;

=0, (337)

edalei deDarcy,

Upai = - hﬂp_ma, (3.38)
’ m 9x;

se obtém a equacdo do escoamento laminar totalmente desenvolvido,

- L g TEm i 0 em Wi (3.39)

Em (3.39), a permeabilidade k = k(c(x)) é uma funcdo da concentracdo c, que pode

variar ao longo da macroescala. As condicdes de contorno para este problema séo
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pma = pmon em GTIOH ’ (340)

Pra = Pjus €M Gus, (3.41)

KW _y —0ema, (3.42)
m X,

Resolvendo para pme, @ Vazdo volumétrica pode ser calculada integrando-se a
velocidade na area de escoamento, ou sgja,

Q=Q UmN ds, (343

jus

onde n; € um vetor norma a area de escoamento infinitesimal, ds. Da Equacéo de

Darcy, chega-se a formafinal da equagdo a ser resolvida no problema da macroescal a:

L™ _k dp,,
woom X M odx,

Q:

n ds= Q n, ds. (3.44)

E importante ressaltar que essa tese ndo se propde a resolver o problema da
macroescala. E solucionado apenas o problema da mesoescala, fornecendo valores da
permeabilidade efetiva em funcdo da concentragcdo. A partir destes valores, tem-se

subsidios para a determinagdo da vazdo volumeétrica.

3.5 Mesoescala

O problema da mesoescala compreende quatro nivels, e é 0 mais
computacionalmente intenso. A solugdo deste problema fornece a funcgéo k(c(x)) para o

problema da macroescala, descrito na Segédo 3.4.

3.5.1 Nivell

No primeiro nivel, € considerada uma configuracdo particular do meio poroso
como uma célula periédica, contendo diversas fibras. A geometria da célula para
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uma determinada concentragdo ¢ é mostrada na Figura 3.2 numa regido quadrada,
(v, ¥2) =y 1T W, de comprimento caracteristico |, sendo incluidas N fibras de mesmo

didmetro d, onde

_4cl?

N=——.
p d?

(3.45)

y2 O O

Figura 3.2 - Geometria de uma célula periddica.

Como mostrado na secdo (3.3), a Equacdo (3.3) vale para a mesoescala,
considerando-se que Ume; = Ume3(Y) = Umea(Y1, Y2), mMnao varia ao longo da mesoescala e
0 escoamento é totalmente desenvolvido, ou sgja, a pressdo varia linearmente com ys. A

equacao entdo torna-se

"= =0 em Wy, (3.46)

Esta equacdo é classificada como Equacgdo de Poisson, onde o Laplaciano de
uma funcdo € igua a uma constante. Para resolver esta equacdo, sdo especificadas as
condi¢bes de contorno de velocidade nula na superficie das fibras (condi¢do de néo
deslizamento), e a condi¢ao de periodicidade,

Ume3(y) = Umea(y +1 (m@)) em W, | =1, 2, (3.47)
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ondemT {0, %1, 2, ...}, g €0 vetor unitario nadiregdo de y; e Wi € o contorno da
célula periddica.

Para a solu¢éo numérica da equagdo (3.46), sdo introduzidas a velocidade e a
posicdo normalizadas, escolhendo-se d como comprimento caracteristico e U como
velocidade caracteristica, ou sgja

Ups = —o (3.48)

y =L, (3.49)

u=2ra (3.50)

e a dimensdo caracteristica d € o didmetro das fibras que compbem a fase dispersa.
Inserindo as grandezas normalizadas em (3.46) tem-se que

- i*?umf’s %=1em W, j =1, 2. (3.51)
iy,g Ty, 5

A permeabilidade longitudinal da célula periddica (ou do meio periddico infinito

correspondente) para uma configurag&o particular {Y} y € dada por
meaeL 0.
k(c! {Y},) = 7 €52, Uneady (3.52)

I ntroduzindo-se o funcional
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Do

o 1Dp -
I (V) - Q/ L,dy (3.53)
esta equagdo torna-se
k(o {v},)=TE o) - (3.54)

IDpzW(

Pode-se novamente normalizar a Equacéo (3.54) para k:

N k 1. . .
Kk (c,l ,{Y }N)° 757 Q Uresdy (3.55)
onde

(3.56)

o|—

Uma vez que u,,, pode ser calculado resolvendo-se numericamente a equagéo de

Poisson correspondente, k pode ser facilmente computado.
Agora serd mostrado que a permeabilidade k é sempre positiva. Introduz-se o

funcional J,,(v),

3, (V) =21 ,(v) - Q"ﬂy :}y?’d (=1 2). (3.57)

Multiplicando a equacdo da conservacdo de quantidade de movimento por us, obtém-se

1 & Mu,..0 Dp
o, T G Uea? Do (3.58)
° ‘Hyjé fyy 5 L ™
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integrando a Equagéo (3.58) em W, chega-se a

\ ﬂ % ﬂumesg Y Dp

- Ups—&Mm———dy = —U,..dy. (3.59)
QCP ° ﬂyjé ﬂyj 17} QC" L ?

Como me % s40 independentes dey,
N\ ﬂ a]umes_ 1 m N

- U ,— “tdy=——"@ u_.dy=1, (u_). 3.60
Q"= qy, é fy, 50 mL @ Y w () (3.60)

Integrando por partes o lado esquerdo da Equacdo (3.60) e aplicando o Teorema de
Green em sua forma escalar, tem-se que

dy- o u Mnjds:IWm(ume). (3.61)

\ ﬂu me,3 ﬂu me,3
me,3

QICP ﬂy i ﬂy i QNC" ﬂy i

Impondo as condigdes de Dirichlet em (3.61), cOmO Umez = 0 em W, a

integral em W, torna-se nula. Conclui-se entdo que

hY ﬂume,?; TIL’Im(-:‘,?;
QCP ﬂyj ﬂyj

dy = I Wep (ume) = Jch (ume) ! (362)

onde o lado esquerdo da Equacdo (3.62) é necessariamente positivo, e o funcional
L, (u,.) éproporcional apermeabilidade.
Agora, € necessario obter aforma variacional do problema para aplicar o método

dos elementos finitos e para desenvolver os limites da microescala. Pode-se escrever
que
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Ures =g MaX,5 7 Jy, W), (3.63)

onde 0 espago Z = {w =w(y,,Y,)1 Hi(WCp)} eH}(W,,) éo espaco de todas as fungdes
duplamente periddicas em | que podem ser quadrado-integradas em W, , assim como

suas derivadas.
A forma fraca para uz entdo € derivada da primeira variagdo do funciona

Juw, (w) . Para determinar esta variagdo, o funcional J serd avaliado em w +dw . Das

Equagdes (3.52) e (3.56), tem-se que

_2Dp, 3 Tw +dw) Ti(w +dw)
J, (W +dw) = . Q/(W +dw)dy Q x ™ dy . (3.64)
Separando as integrais da Equagéo (3.64), tem-se que
_2Dp|, Sow oyl AW W fdw
Jy(W+dw) = . QW dy+QdW dy Q’ﬂxj o d Q’ﬂxj x d
L Taw Tw + Tdw Tdw
-0——dy- g———dy, (3.65)
@ Tix; T, @ Tx; fix
gue pode ser escrito como
JyW+dw) =J,,(w)+dJ,, (W) Q"ij x dy, (3.66)
onde
2Dp « Tw fidw
=—— -20——4dy. .67
dJ,,(w) T de dy Q'ﬂxj o dy (3.67)
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Da Equacéo (3.63), como us maximiza o funcional J, tem-se que

dJy, (Upes) =0, (3.68)
ou

2Dp . + TUpes YU, 5

——0q du,.dy - ’ =dy =0. (3.69)
mL Q= 0Ty Ty,

|dentificando dumes = Vv, 0 problematorna-se: encontrar U, ;(Y;, Al Hi(WCp) tal que

N ﬂv ﬂumes Dp N TN 1 H
— ~dy=—0) vdy, vl H;(W,),j =1 2. (3.70)
o ﬂyj ﬂyj L Qcp # p

Na forma adimensional, utilizando as mesmas grandezas caracteristicas definidas

anteriormente, tem-se

u ) * * ~ .
d %ﬂﬂ;ﬂf dy' =Q vdy . VI HiW,)j=12. (3.70)
P 1Y j ”

A Equagdo (3.71) é denominada de forma variacional fraca equivalente a forma
forte do problema, descrita pelas Equactes (3.46) e (3.47); também, a Equacdo (3.71)
equivale a Equacdo (3.33) obtida na se¢do 3.3. A propriedade de maximizacdo da
permeabilidade pode ser definida através da combinacdo das Equactes (3.54), (3.62) e
(3.63), ou sga,

2
ML I, (V). (3.72)
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3.5.2 Nivel 2

No nivel 2, é considerada a distribuicéo espacial de fibras na célula periodica. As
posices das fibras sdo agora consideradas como varidveis randémicas, {Y}n, € @
distribuicdo espacial € especificada por uma funcdo densidade de probabilidade
uniforme no dominio. Para um determinado valor de c el , a permeabilidade é calculada

para diversos arranjos.

3.5.3 Nivel 3

Para uma dada concentracdo c, | € variada, com 0 objetivo de determinar o
comprimento caracteristico, indicador de que a célula periddica representa 0 meio
poroso. A medida que se aumental , espera-se que a permesbilidade se aproxime de um

valor assintético.

3.5.4 Nivel4

No quarto e ultimo nivel, varia-se a concentracdo ¢, para que segja determinada a
permeabilidade ao longo de todo o dominio da macroescala.

3.6 Microescala

No caso de haver fibras muito proximas, o problema da mesoescala se torna
computacionalmente intenso, sendo necessario se obter um método de calculo que evite
as regides confinadas entre estas fibras. Essas regides séo conhecidas como regides de
estreito. Nesta secdo, sdo apresentados modelos de microescala apropriados para
escoamento laminar longitudinal em meios porosos fibrosos. Estes model os conduzem a
um limite inferior e um limite superior para a permeabilidade longitudina k. A
formulagdo variacional do problema da mesoescala ndo é modificada por estes modelos,
exceto pela substituicdo do dominio original We pelos dominios modificados pela

eliminacéo das regides de estreito.
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3.6.1 Geometria das regides de estreito

As geometrias das regides de estreito para os limites superior e inferior sdo
mostradas em detalhes na Figura 3.3. Nesta tese, foi considerado que, se a distancia a
gue separa duas fibras € menor que a. (parametro pré-definido), uma regido de estreito
se forma entre estas duas fibras e deve ser eliminada. Para o limite inferior (Figura
3.34), define-se Dy, como o dominio da regido de estreito n para o limite inferior, n =
1, 2, ..., N, onde N, é 0 nimero de regides de estreito na célula; b é a metade da
distancia entre as extremidades de Dy, ,, paralelas a linha que une os centros das fibras;

e C, =W, \EnD,,, é o dominio da mesoescala modificado pela exclusdo dos

dominios das regides de estreito Dy. Para o limite superior (Figura 3.3b), define-se D sn
como o dominio daregido de estreito n para o limite superior; b é a metade da distancia
entre as extremidades de D, sn, perpendiculares a linha que une os centros das fibras; e
C,s =W, \E\2D,s, € o dominio da mesoescala modificado pela inclusdo dos
dominios das regides de estreito Dis.

Nas subsecdes a seguir, sdo construidos limites superior e inferior rigorosos para

a permeabilidade longitudinal,
ku £k £Kis, (3.73)
baseados na solucéo definida sobre C, e Cis, respectivamente. As regides de estreito

onde a geragdo de malhas se torna impossivel sdo evitadas. Entretanto, um rigoroso

controle é mantido sobre o erro resultante.
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—> a «—

@ (b)

Figura 3.3 - Geometria das regides de estreito para
(a) limite inferior, (b) limite superior.

3.6.2 Limite inferior

Um limite inferior para k, ki, pode ser obtido através da obstrucdo do
escoamento nas regides de estreito Dy, , diminuindo assim a &rea disponivel para o
escoamento. Portanto, a forma fraca do problema da mesoescala, a partir da

modificagdo do dominio pela microescala para o limite inferior, é encontrar

uy, ,3()(1’)(2)T Hi(cu ), tal que

N ﬂV fuy 5 Dp e
dy = v,d v, H,IC,, ). 3.74
] ‘Hy ‘Hy, y = Q y 3 #( LI) ( )

A expressdo para ki € entdo equivalente ao funcional

|3

L b
k., = E QI u, 5dy. (3.75)

Pretende-se agora provar que ki; € um limite inferior. Sdo considerados trés
escoamentos, mostrados na Figura 3.4 para uma Unica regido de estreito. O escoamento

(1) € o escoamento original no dominio We, levando ao problema geometrica e
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computacionalmente rigido, cuja solucdo é o campo de velocidades uz = us, que
satisfaz (3.33). O escoamento (2) é o escoamento modificado no dominio reduzido C,,,
cuja solucdo é o campo de velocidades us = us®, dado pela equacdo (3.74). O
escoamento (3) é a extensdo do escoamento (2) a geometria do escoamento (1), mas
onde as regides de bloqueio Dy, o removidas e preenchidas com fluido em repouso.

O escoamento estacionario nestas regides € denominado Op, . A solugéo do escoamento
(3) é o campo de velocidades us®. Desgja-se mostrar que a permeabilidade k., baseada
no escoamento (2), dada por (3.75), € um limite inferior para a permeabilidade
k baseada no escoamento (1), dada por (3.52).

Escoamento (1) Escoamento (2) Escoamento (3)

Figura 3.4 - Escoamentos para a demonstracéo da propriedade do limite inferior.

De fato, tem-se, similarmente a0 apresentado em MACHADO, LISBOA &
CRUZ (1999):

_n L
|2 Q)Z
m2 L2 (3)

3 0 = g
E Dszwm(us ) (3.76)

L

2 Q)Z

L

|2 Q)Z

k @ )

J Wi (Us

Jo, (P +En I, (0, )

Je, u,?) =k (3.77)
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Os escoamentos (2) e (3) fornecem os mesmos valores para os funcionas
Je, (Us®) e Jw (us?), respectivamente, porque o fluido estaciondrio que preenche as

regides de estreito no escoamento (3) ndo contribui para as integrais em (2).

3.6.3 Limite superior

Um limite superior para k, kis, pode ser obtido cortando-se cada par de fibras
proximas como mostrado na Figura 3.3b, levando as regides D, s, 0 que aumenta a area
disponivel para o escoamento. Portanto, a forma fraca do problema da mesoescala,

considerando-se 0 dominio modificado pela microescala para o limite superior, é

encontrar U (%, %,)1 HEC.) tal que

< v, Tuss Dp . W ol
— > dy=—""¢ v.d v, H.IC ). 3.78
Ls'ﬂyj ‘Hy,- y L QLS 3ay 3 #( LS) ( )

A expressdo para ks € entdo eguivalente ao funcional

mL .
Kis :FE QLS Us,Lsdy (3.79)

Pretende-se agora provar que ks € um limite superior. Sdo considerados trés
escoamentos, mostrados na Figura 3.5 para uma Unica regido de estreito. O escoamento
(1) é o escoamento origind no dominio We, que leva ao problema geometrica e
computacionalmente rigido, cuja solucdo é o campo de velocidades uz = us, que
satisfaz (3.33). O escoamento (2) é o escoamento modificado no dominio aumentado
CLs, cuja solucdo é o campo de velocidades us = us®, dado pela equacdo (3.78). O
escoamento (3) é a extensdo do escoamento (2) a geometria do escoamento (1), mas
onde as regides de estreito D, s, S80 removidas e preenchidas com fluido em repouso. O
escoamento estacionario nestas regides € denominado Op . A solugdo do escoamento

(3) é o campo de velocidades us®. Desgja-se mostrar que a permeabilidade k, s baseada
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no escoamento (2), dada por (3.79), € um limite inferior para a permeabilidade

k baseada no escoamento (1), dada por (3.52).

OO UL OO

Escoamento (1) Escoamento (2) Escoamento (3)

Figura 3.5 - Escoamentos para a demonstracéo da propriedade do limite superior.

De fato, tem-se, similarmente a0 apresentado em MACHADO, LISBOA &

CRUZ (1999):

e L?
kzl_zmz
L2 \
- I_ZW JCLs,n (u3(2)) +E r':l:nl'J
L
|2 mz
m L?
12

() )

J W (U3

(ODUB,n )

Dis,n

(2) )

e, (Ug

~NA2 'JcLS (Us(Z)) =k LS (3-79)

£
Dp

Os escoamentos (1) e (3) fornecem os mesmos valores para os funcionas
Je.,.(Us®) e Jw_.(us?), respectivamente, porque o fluido estaciondrio que preenche as

regides de estreito no escoamento (3) ndo contribui para as integrais em (2).



